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L{‘WET i La formule (6.100) est maintenant prouvée, et nous voyons que les nombres
et de Bernoulli sont liés aux termes constants des polynoémes de Stirling :

—2 = —mon(0). (6.101)

6.6 NOMBRES DE FIBONACCI

Nous voici arrivés a la suite de nombres qui est peut-&tre la plus
agréable de toutes, la suite de Fibonacci (Fy) :

5 6 7 & 92 10 11 12 13 14
5 8 13 21 34 55 89 144 233 377

n|o1234
Fo] 0011 23
A la différence des nombres harmoniques et des nombres de Bernoulli, les
nombres de Fibonacci sont des entiers. Ils sont définis par la récurrence

Fo = 0; =1
Fn = Fno1 +FFnoz, pour n > 1. (6.102)

C'est parce que cette régle est trés simple—la plus simple possible dans
laquelle chaque nombre dépend des deux précédents —que les nombres de
Fibonacci apparaissent naturellement dans des situations trés variées.

Les arbres généalogiques d’abeilles en sont un bon exemple. Counsi-
dérons ’ascendance d’une abeille méle. Chaque male (qu'on appelle aussi
faux bourdon) est produit de fagon asexuée par une femelle (qu'on appelle
reine). Par contre, chaque femelle a deux parents, un maéle et une femelle.
Voici les premiers niveaux de l'arbre :
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Le faux bourdon a un grand-pére et une grand-meére, un arriére grand-
pere et deux arriére-grand-meres, deux arriére-arriére-grands-péres et trois
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arriere-arriére-grand-meéres. On montre facilement par induction qu'il a en
fait exactement F, ¢ arriére™-grands-péres et F,,, arriére™-grand-meéres.
Les nombres de Fibonacci sont trés présents dans la nature. Par
exemple, les fleurs de tournesol forment des sortes de spirales compactes,
ayant généralement 34 rayons dans un sens et 55 dans 'autre, ou 21 et 34 Phyllotaxie, n. f
respectivement, ou encore 13 et 21. On a méme découvert un jour en An-  p¢tiance p7our les
gleterre un tournesol géant avec 89 et 144 spirales. On trouve des motifs taxis.
similaires dans les fruits de certains coniféres.
Voici un exemple d’un autre genre [277]. Supposons que nous mettions
deux plaques de verre face contre face. De combien de fagons possibles a,
un rayon de lumiére peut-il traverser les deux plaques ou étre réfléchi aprés
avor changé de direction n fois ? Un petit dessin valant mieux qu'un long
discours, voici les premiers cas possibles :

Lorsque n est pair, le nombre de réflexions est pair et le rayon franchit les
deux plaques. Lorsque n est impair, le rayon finit par retourner du c6té d’ott
il est parti. On dirait bien que les a,, sont des nombres de Fibonacci. Pour
confirmer cela, regardons d'un peu plus prés le parcours d'un rayon sujet a n
réflexions, lorsque n > 2 : soit il est réfléchi d’abord par la deuxigme surface
(la plus éloignée de son point de départ) et peut continuer son parcours de
an_1 fagons différentes, soit il est réfléchi d’abord par la surface du milieu,
puis encore une fois pour finir son trajet de a,_, maniéres possibles. On
retrouve ainsi la récurrence de Fibonacci a,, = an_1+an_». Les conditions
initiales sont juste un peu différentes, car ap =1 =F; et a; =2 = F3 ; tout
est donc simplement décalé de deux places, et an = Fni2.
C’est Leonardo Fibonacci qui introduisit ces nombres en 1202. Par la
suite, les mathématiciens se mirent & découvrir des choses de plus en plus
intéressantes a leur propos. Edouard Lucas, I’homme de la Tour de Hanoi
que nous avons étudiée au chapitre 1, les étudia intensivement au cours de “La suite de Fi-
la deuxiéme moitié du dix-neuviéme siécle (c’est méme lui qui popularisa Zgga‘;‘g [;If’:tséide
le nom de “nombres de Fibonacci”). Il obtint des résultats étonnants : par | om[l))re[l)lses fort
exemple, il utilisa les propriétés des nombres de Fibonacci pour démontrer intéressantes.”
que le nombre de Mersenne & 39 chiffres 2'27 — 1 est premier. — E. Lucas [259]
L’identité suivante, que l'astronome frangais Jean-Dominique Cassini
publia en 1680 [51], est I'un des plus anciens théorémes sur les nombres de
Fibonacci (en fait, Johannes Kepler le connaissait déja en 1608 [202]) :

Fri1 Fno1 —F2 = (=)™, pour n. > 0. (6.103)
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Lorsque n = 6 par exemple, l'identité de Cassini prétend, avec raison, que
13.5— 8% est égal a 1.

Toute formule polynomiale qui contient des nombres de Fibonacci de
la forme F, 1), pour des petites valeurs de k, peut étre convertie en une
formule ot n’apparaissent que des F, et des F, 1. A cette fin, on utilise la
regle

Fm = Fmy2 —Fmp (6.104)

pour exprimer F,, en fonction de nombres de Fibonacci plus grands lorsque
m<n, et

Fn = Fmo2 +Fm (6.105)

pour remplacer F,, par des nombres de Fibonacci plus petits lorsque m >
n + 1. Ainsi, par exemple, on peut remplacer F,_1 par F, .1 — Fn dans
(6.103) pour obtenir une autre forme de l'identité de Cassini :

F2 4 —Fup Fn—F2 = (=1)". (6.106)
Remarquons que l'identité originale de Cassini s’écrit

Fni2Fn—Fhg = (=)™
si on remplace n par n + 1 ; c'est équivalent a la formule (F, 1 + Fn)Fn —
FZ.; = (=1)™", qui est elle-méme équivalente & (6.106). Par consé-
gent, Cassini(n) est vrai si et seulement si Cassini(n+1) est vrai, et donc
l’équation (6.103) est vraie pour tout n, par induction.

L’identité de Cassini est i la base d'un paradoxe géométrique qui était
l'un des casse-téte favoris de Lewis Carroll [63],[319],[364]. 1l s’agit de
prendre un échiquier et de le couper en quatre parts, comme sur le dessin,

puis de disposer ces parts pour former un rectangle :

A

N

/ =

¥

Probléme : ’échiquier comportait 8 x8 = 64 cases et le rectangle en contient
5x 13 = 65 ! De fagon similaire, on peut découper n'importe quel carré
Fn. x F,, en quatre parts ayant F, , 1, Fn, Fn_1, et F_» dans leurs dimensions
(celles de ’exemple sont 13, 8, 5 et 3). On obtient un rectangle Fr,_1 X Fry1.
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D'aprés (6.103), on a ainsi gagné ou perdu une case, selon que n est pair Le paradoxe

ou impair. s'explique par le

A strict ¢ ler. identité (6 tg li im>2 fait que. .. non, un
strictement parler, I'identité (6.105) ne peut s'appliquer que SiT > 2, nagicien ne déwik

car nous n'avons pas défini F,, pour n strictement négatif. Pour faciliter les jamais ses trucs.

choses, supprimons donc cette condition et définissons les nombres de Fi-

bonacci négatifs au moyen des expressions (6.104) et (6.105). Par exemple,

F_iestégala Fy —Fo=1et F_p vaut Fo —F_; = —1. Au vu des premiéres

valeurs,

P

n| o 1 =2 -3 4 5 -6 -7 -8 —9 —10 -1
Fol O 1 <1 2 —3 5 -8 13 —21 34 —55 &9

il est clair (et cela se prouve par induction) que
Fon = (=1)" "k, N entier. (6.107)

Ainsi, l'identité de Cassini (6.103) est vraie pour tout entier n, et non plus
seulement pour n > 0.

Si on applique de fagon répétée les équations (6.105) et (6.104), on
obtient des expressions de F, 1\ en fonction de F,, et F,. 1 :

Fniz = Fnpr+ Fu Fnov = Fupr — Fo
Frys = ZFn—H + Fn Fnop = _Fn+1 + 2F.
Fn+4 = 3Fn+1 + ZFn Fn—3 = ZFn—H - 3Fn
Fris = SFny1 +3Fn Fnoa = —3F. 1 +5F,

On y distingue facilement le motif
Frik = FcFngr + FeoiFa, (6.108)

valable pour tous entiers k et n, et facilement démontrable par induction.
En posant k =n dans (6.108), on trouve que

Fon = FoFngo1 +FnaFo, (6.109)
donc que Fy,, est un multiple de F,,. De méme,
F3n = FonFnp1 +Fonoibn,
et F3,, est aussi un multiple de F,,. Par induction encore, on prouve que
Fin est un multiple de F,, , (6.110)

pour tous entiers k et n. Ceci explique pourquoi Fis (qui vaut 610) est a
la fois un multiple de F3 et de F5 (qui valent respectivement 2 et 5). 1y a
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méme plus encore : l'exercice 27 montre que

pecd(Fm,Frn) = Fpged(mon) - (6.111)

Par exemple, pgcd(Fq2, F1g) = pged(144, 2584) = 8 = Fg.

Nous pouvons maintenant démontrer une proposition presque réci-
proque de (6.110) : sinn > 2 et F,,, est un multiple de F,, alors m est un mul-
tiple de n. En effet, si F,,\Fm, alors Fru\ pgcd(Fm, Fn) = Fpgeaim n) < Fne
Cela n'est possible que si Fpgea(m,n) = Fn ; donc pged(m,n) =n carn > 2.
Yuri Matijasevich se sert d'une extension de ce résultat dans sa célebre
preuve [266] du fait qu'il n'existe pas d'algorithme permettant de décider si
une équation polynomale a plusieurs variables et coefficients entiers a une
solution en nombres entiers. Le lemme qu'il utilise est le suivant : pour tout
n > 2, le nombre de Fibonacci F;, est un multiple de F2 si et seulement si
m est un multiple de nF,,.

Nous allons le démontrer en observant la suite (Fy,, mod F2) pour k =
1, 2, 3, ...pour voir & quels moments Fy, mod F2 = 0 (nous savons déja
que m doit étre un multiple de n pour que F,, mod F,, = 0). D’abord nous
avons F, mod F2Z = F, ; ce n’est pas nul. Puis

Fon = FuFnptr +FnoiFn = 2F Fuyr (mod F2),
d’'apres (6.108), car F;i11 = Fn—1 (mod Fp). De méme,
Fonp1 = F2,, +F2 = F2, (mod F2).
Cette congruence nous permet de calculer

F3n = F2n+1Fn+F2nFn—1
F2 1 Fn+ (2FaFrg1)Fugr = 3F2,,Fn (mod F2);

il

F3n+1 = F2n+1Fn+1 +F2nFn
F2 o+ (2FnFn)Fe = B, (mod FZ).

I

Plus généralement, on prouve par induction sur k que

)

Fin = KFoFET] et Frngn = FY,; (mod F2).

Comme F,, 1 est premier par rapport a F,, on a

Fin = 0 (modF2) & kF, = 0 (mod F2)
& k=0 (modF,).

Nous avons ainsi démontré le lemme de Matijasevich.
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Voici maintenant 1'une des propriétés les plus importantes des nombres
de Fibonacci. Il s'agit d'un systéme de représentation des nombres entiers.
Convenons de la notation suivante :

i >k = j = k+2. (6.112)
Alors tout entier strictement positif peut s’écrire de fagon unique sous Ila
forme

n="F+h,+ +Fk, kKi>k>» -->k>0  (6.113)

Cette propriété constitue le “théoréme de Zeckendorf” [246],[381]. Par
exemple, le nombre un million s'écrit

1000000 = 832040 + 121393 + 46368 + 144 + 55
= F30 + Fas + Faa +Fi2+Fio.

Pour trouver la représentation d’'un nombre, on peut toujours opérer de
maniére “gloutonne”, en prenant pour Fi, le plus grand nombre de Fi-
bonacci £ n, puis pour F,, le plus grand qui est < n — Fy,, et ainsi de
suite. Voyons cela plus précisément : supposons que Fi, < n < F 1 ; donc
0<n—F < F1 —Fe = Feoy. 8in est un nombre de Fibonacci, alors
r =1, ky =k et (6.113) est respectée. Sinon, par induction sur n, n — Fy
peut s'écrire Fy, +--- + Fi, ; et (6.113) est respectée si on pose ky = k, car
les inégalités Fy, < n — F¢ < F_1 entrainent que k > k.
Réciproquement, si n g’écrit comme en (6.113), alors

Fk] g n < Fk1+1a

car la plus grande valeur possible de Fi, +---+Fy, lorsque k>» kp > --- >
k> 0 est

Fr2+Feeat - +Femodze2 = Fro1—1, ik > 2. (6.114)

Cette formule se prouve facilement par induction sur k (le membre gauche
est nul lorsque k égale 2 ou 3). Par conséquent, k¢ est bien la valeur choisie
par l'approche gloutonne décrite plus haut, et la représentation est unique.
Tout systéme qui donne une représentation unique des nombres est un
systéme de numération. Le théoréme de Zeckendorf conduit donc naturel-
lement au systéme de numération de Fibonacci. Tout entier positif ou
nul n peut étre représenté par une suite de O et de 1, en convenant que

n = (bubm1...b2)k & 1 =) bF. (6.115)
k=2
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Ce systéme de numération rappelle le systéme binaire, mais ici on ne pourra
jamais trouver deux chiffres 1 adjacents. Voici par exemple les nombres de
1 a 20 selon notre nouveau systéme :

1=(000001)F 6= (001001)¢ 11=(010100) 16 = (100100)¢
2=1(000010)f 7 =(001010)¢ 12=(010101)F 17 = (100101)¢
3=1(000100)r 8= (010000) 13 = (100000)F 18 = (101000)F
4=(000101)F 9= (010001)F 14 = (100001)F 19 = (101001)¢
5=(001000)F 10 =(010010) 15= (100010)¢ 20 = (101010)f

On peut comparer le représentation de Fibonacci du nombre un million,
que nous avons vue il y a un instant, avec sa représentation binaire 217 +
218 4217 4276 4214 + 29 4 26

{1000000)19 = (10001010000000000010100000000)¢
= (11110100001001000000) .

La représentation de Fibonacci est un peu plus longue, du fait qu’on n'y
autorise pas les 1 adjacents. A ceci prés, les deux représentations sont
analogues.

Pour ajouter 1 & un nombre dans le systéme de Fibonacci, deux cas se
présentent. Sile “chiffre des unités” est O, on le remplace par 1 ; on ajoute
ainsi F, = 1, car le chiffre des unités correspond & F;. Sinon, on remplace
les deux chiffres de droite, qui sont forcément O1, par 10, ce qui a pour
effet d'ajouter F3 — F, = 1. Pour finir, il faut faire autant de “retenues”
que nécessaire, en remplagant le motif “011” par “100”, pour supprimer
les éventuels chiffres 1 consécutifs dans la représentation. Faire une telle
retenue équivaut en fait a remplacer Fin 1 + Fm par Fn2. Par exemple,
pour passer de 5 = (1000)¢ a2 6 = (1001)r oude 6 = (1001)r & 7 = (1010)f,
pas besoin de retenue ; par contre, il en faut deux pour passer de 7 = (1010)¢
a 8 = (10000).

Nous avons présenté jusqu’ici beaucoup de propriétés des nombres de
Fibonacci, mais nous n'avons pas dit un mot sur une éventuelle forme close.
Nous n'en avons pas trouvé pour les nombres de Stirling, pas plus que
pour les nombres eulériens, ni pour les nombres de Bernoulli ; en revanche,
nous avons su découvrir la forme close H,, = [“;1] /n! pour les nombres
harmoniques. Alors, existe-t-il une relation entre les F,, et d’autres quantités
que nous connaissons ? Est-il possible de “résoudre” la récurrence qui
définit F,, ?

La réponse est oui. En fait, la récurrence est facile a résoudre si on
utilise I'idée de fonction génératrice que nous avons vue rapidement au
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chapitre 5. Considérons la série infinie

F(z) = Fo+Frz+Fp2” ++- = ) Fp2™. (6.116)

nz=0

Si nous trouvons une formule simple pour F(z), il y a de bonnes chances pour
que nous puissions trouver aussi une formule simple pour ses coefficients F,,.

Nous verrons les fonctions génératrices en détail au chapitre 7, mais
Pexemple que nous allons étudier maintenant nous sera bien utile d’ici la.
Si on regarde attentivement ce qui se passe lorsqu’on multiplie la série F(z)
par z et par z?, on découvre une bien jolie propriété :

F(z) = Fo + Fiz + F22? + F323 + Faz* + Fs2° + .-+,
Z’F(Z’) = FOZ + F]Zz + FZZ3 + F3Z,4 + F4z,5 + e
ZZF(Z) = FoZz + F1Z3 + Fzz4 + F3z,5 R

En soustrayant les deux derniéres équations de la premiere, tous les termes
en 27, 23, z%,. . . disparaissent & cause de la récurrence de Fibonacci. Tout ce
qui reste alors, c’est (F; —Fp)z = z, car le coefficient Fy est nul. En d’autres
termes,

F(z) — 2F(z) — 2°F(z) = 2

Y

ce qui donne la formule

z

Fz) = (6.117)

1—z—22"°

Toute Yinformation sur la suite de Fibonacci se trouve maintenant
concentrée dans la simple expression z/(1~z—2?). Bien que cette expression
ne nous dise rien a priori, nous avons fait un grand pas. En effet, en
factorisant le dénominateur puis en développant en éléments simples, nous
pouvons aboutir & une formule qu'il nous sera facile de développer en série.
L’expression des coefficients de cette série constituera alors une forme close
des nombres de Fibonacci.

Le plan d'attaque que nous venons de concocter sera peut-étre plus
clair si nous le détaillons en commengant par la fin. Supposons que nous
ayons une fonction génératrice plus simple, disons 1/(1 — xz) oll « est une
constante. Dans ce cas, nous connaissons tous les coefficients des puissances
de z car

= T+oz+o?z? + o325+,

1— oz

De méme, si la fonction génératrice est de la forme A/(1—oaz)+B/(1—p3z),

“Sit T 4+ x4+ 2xx +
3x® +5x* +8x° 4+
13x6 4+ 21x” +
34x® &c Series nata
ex divisione Unitatis
per Trinomjum
T—%x—xx.”

—A. de Moivre [7f]

“The quantities r,
s, t, which show
the relation of the
terms, are the same
as those in the
denominator of
the fraction. This
property, howsoever
obvious it may be,
M. DeMoivre was
the first that applied
it to use, in the
solution of problems
about infinite series,
which otherwise
would have been
very intricate.”

—J. Stirling [343)
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les coefficients sont faciles & déterminer du fait que

It

Ao B AY (B Y (B

-z 1—pz

n=0 n=0
= Z (Ac™ +BR™)z"™. (6.118)
nz=0

Par conséquent, il nous suffit de trouver des constantes A, B, « et 3 telles
que

A B z

14cxz+1—[51 T —z—22

pour obtenir une forme close Ax™ + Bp™ des coefficients F,, de z" dans
F(z). Le membre gauche peut se réécrire

A B A - Af3z+ B ~Baz

Tz 772 Bz  (1- az)(1 —pz)

On en déduit que les quatre constantes recherchées sont solutions des deux
équations polynomiales suivantes :

1—az)(1—-P2) = 1 —z—2%; (6.119)
(A+B)— (Ap+Bx)z = z. (6.120)

Nous devons donc factoriser le dénominateur de F(z) sous la forme (1 —
oz)(1—pz). Alors nous pourrons exprimer F(z) comme une somme de deux
fractions dans laquelle les facteurs (1—az) et (1~pz) seront convenablement
séparés 1'un de l'autre.

Notez que nous avons écrit les facteurs du dénominateur de (6.119) sous
la forme (1 — «z)(1 — Bz), et non sous la forme usuelle c(z - p1)(z — p2),
ou P71 et p, sont les racines. La raison en est que la forme que nous avons
retenue se préte mieux au développement en série.

Il y a plusieurs fagons de trouver « and 3. L’une d’elles fait appel a
une petite astuce : introduisons une nouvelle variable-w et cherchons la
factorisation

w?—wz—22 = (w—az)(w-—Bz).

Celle-ci une fois trouvée, il suffit de poser w = 1 pour obtenir nos facteurs
de 1 —z — 22, Voici les racines de w? —wz — 22 =0

2+ V2?2 +422 1:!:\/5Z
3 = .

2
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Ainsi,

e (W_ 1 +2\/52) (W_ 1 —2\/52)

et nous avons nos constantes o et f3.

Le nombre (1 + v5)/2 ~ 1,61803 occupe une place importante dans D’aprés les obser-
bien des domaines des mathématiques aussi bien que dans le monde des Vations de savants
arts, car i est cox}sidéré depuis ’antiquité comme le rapport le plus esthé- ;lg;zp ::tnrscf 11: Eﬁﬁieur
tique dans toutes sortes de constructions. A ce titre, il a droit & un nom d’une personne ¢t la
particulier : c’est le nombre d’or. On le désigne par la lettre grecque ¢, en hauteur de son nom-
I'honneur du sculpteur Phidias qui en a, parait-il, fait consciencieusement ?;gf;s]t 36%" [5’227
usage dans ses ceuvres. L’autre racine, (1 — \/5)/2 =-1/¢ ~ —0,61803 ’ ’
partage bien des propriétés de ¢, c'est pourquoi elle est désignée par la
symbole &, “phi chapeau”. Comme ces nombres sont racines de ’équation
Z_w—1=0,0ona

w
¢’ = o+1; = d+1. (6.121)

Nous en apprendrons davantage sur ¢ et ¢ dans quelque temps.
Nous avons donc trouvé les constantes o« = ¢ et B = $ de I’équation
(6.119) ; il ne nous reste plus qu'a trouver A et B qui satisfont (6.120). Si

on pose z = 0 dans cette équation, on trouve B = —A, et on se ramene a
résoudre
—PA+PA = 1.

La solution est A = 1/(¢ — &) = 1/v/5. Voici par conséquent le développe-
ment en éléments simples de (6.117) :

1 1 1
F(z) = —\/—5(1 oz 73 —EBZ) . (6.122)

Bien. Nous avons notre F(z) comme nous le voulions. Nous pouvons mainte-
nant faire un développement en série de chacune des fractions pour trouver
une forme close du coefficient de z™ :

F, = —\}—5 (d)n — a;n) . (6.123)
C’est Leonhard Euler [113] qui, le premier, publia cette formule en 1765,
mais elle fut oubliée jusqu'a ce que Jacques Binet [31] la redécouvrit en
1843.

Avant de nous extasier devant notre résultat, vérifions qu’il est correct.
Pour n = 0, la formule donne bien Fyp = 0; pour n = 1, elle donne F; =
(& — &)/v/5, ce qui vaut exactement 1. Pour les puissances plus élevées,
les équations (6.121) montrent que les nombres définis par (6.123) satisfont
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la récurrence de Fibonacci ; on déduit donc par induction que ce sont des
nombres de Fibonacci. Pour faire cette vérification, nous aurions aussi pu
développer ¢™ et " avec la formule du bindme, mais cela aurait été plutdt
fastidieux. Le but d’une forme close n’est pas forcément de nous fournir un
moyen de calcul rapide, mais plutét de nous faire connaitre les liens d’une
quantité donnée (ici F,,) avec les autres quantités mathématiques.

Avec un peu d’intuition, nous aurions pu simplement deviner la formule
(6.123) et la prouver par induction. Ceci n'empéche pas la méthode des
séries génératrices d’étre un outil trés puissant pour ce genre de probléme.
Nous verrons au chapitre 7 que cette méme méthode peut résoudre des
récurrences beaucoup plus difficiles. A propos, nous ne nous sommes pas
préoccupés de savoir si les sommes que nous manipulions dans notre calcul
de (6.123) convergeaient ou pas. En fait, la plupart des opérations que 'on
fait sur ces sommes sont rigoureusement justifiées, qu'elles convergent ou
non [182]. Il v a pourtant certainement des lecteurs qui se méfient encore
des raisonnements sur des sommes infinies. Qu'ils se rassurent en sachant
que (6.123) peut aussi se prouver sans probléme par induction.

La formule (6.123) a plusieurs conséquences particuliérement intéres-
santes. Parmi celles-ci, on trouve le fait que l'entier F, est extrémement
proche du nombre irrationnel $™/2/5 lorsque n est grand. En effet, comme
® est plus petit que 1 en valeur absolue, " devient exponentiellement petit
et son effet est négligeable. Par exemple, Fio = 55 et F1; = 89 sont tres
proches de

¢10 d)]]
“— ~ 5500364 et ~= ~ 88,99775.
V5 V5

Cette observation méne a une nouvelle forme close,

o™ 1 o . .
F. = | =+ 5| = —= arrondi a l'entier le plus proche, (6.124)

V5 2 V5
du fait que [$"/v/5| < 1 pour tout n > 0. Lorsque n est pair, F,, est un
tout petit peu plus petit que d)“/\/f'-) ; dans le cas contraire, 1l est un tout

petit peu plus grand.
L’identité de Cassini (6.103) peut se réécrire .

Fn—H Fn (_‘I)n

Fn Fn—] - Fn—] Fn ’

Lorsque n est grand, 1/F,,_1 F,, est trés petit, donc F,, 1 /F,, doit étre proche
de F,/Fn—1. D’aprés I’expression (6.124), ce rapport est proche de ¢. On
peut en fait prouver, par induction ou directement en utilisant (6.123), que

Fn—H = d)Fn + @n . (6'125)
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Le rapport F 1 /F, approche ¢ alternativement par valeur supérieure ou
par valeur inférieure.

Par coincidence, ¢ est aussi trés proche du nombre de kilometres dans
un mile (le rapport exact est de 1,609344, car 1 pouce vaut exactement
2,54 centimétres). Cela nous donne un moyen pratique de convertir menta-
lement les kilomeétres en miles et réciproquement, car une distance de F,, 4
kilometres est (avec une bonne approximation) égale a F,, miles.

Supposons que nous voulions convertir en miles un nombre de kilo-
meétres qui n’est pas un nombre de Fibonacci. Combien y a-t-il de miles
dans 30km ? Facile : il suffit de convertir mentalement 30 en sa représen-
tation de Fibonacci 21 + 8 + 1 par la méthode gloutonne que nous avons
vue tout i I'heure, puis de décaler chaque nombre d'une unité vers le bas,
pour obtenir 13+ 5+ 1 (le “1” d’origine était F, car k. > 0 dans (6.113),
donc le nouveau “1”est Fy). Cette opération de décalage équivaut a peu
prés 4 une division par ¢. Notre estimation est donc de 19 miles, ce qui est
plutdt bon, puisque la bonne réponse est 18,64 miles approximativement.
Inversement, pour passer des miles aux kilométres, on décale d’une unité
vers le bas : 30 miles font & peu prés 34 + 13 + 2 = 49 kilomeétres (c'est
moing bon car la réponse correcte est a peu prés 48,28).

En fait, le décalage vers le bas donne le nombre arrondi de miles correct
pour n kilomeétres pour tout n < 100 sauf n =4, 12, 54, 62, 75, 83, 91, 96,
ou 99 ; dans ces cas, 'erreur est tout de méme inférieure a 2/3 de mile. De
son coté, le décalage vers le haut donne soit le bon nombre de kilomeétres
pour n miles, soit un kilomeétre de trop, pour tout n < 113. Le seul cas
vraiment génant est n =4 =3 + 1, ol les deux erreurs d’arrondi vont dans
le méme sens au lieu de s’annuler.

CONTINUANTS

Les nombres de Fibonacci sont liés a 'arbre de Stern—Brocot que
nous avons étudié au chapitre 4. Ils peuvent aussi étre généralisés pour
donner une suite de polynémes qui fut beaucoup étudiée par Euler. Ces
polyndémes sont appelés continuants car ils s’avérent d'une importance ca-
pitale dans I’étude des fractions continues comme

6.7

(6.126)

Le continuant est un polyndme K, (x1,x2,...,X,) & n variables défini

Pour pouvoir vérifier
le calcul, il faut aussi
savoir qu’un mile
vaut 1760 yards,
qu’un yard vaut

3 pleds et qu’un
pled vaut 12 pouces
(Nd.T.).

Si les Etats-Unis

se mettent au sys-
téme métrique, la
limitation de vitesse
passera de 55 mi/h
4 89 km/h. A moins
qu’ils ne nous lais-
sent généreusement
rouler & 90.

Le décalage vers Ie
bas transforme n
en f(n/P) et le
décalage vers le haut
transforrne n en
f(ng), avec f(x) =
Ix +¢ ']



